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ONDES \’ELASTIQUES DANS LA ZONE D’OMBRE
par
TATSUSHI MORIOKA ( )
Lorsque on donne la force \‘a certaine mati\‘ere, elle se d\’eforme et lorsque on ne
lui donne plus la force, elle reprend la forme primitive. Cette nature est appel\’ee
e’lasticite’. La mati\‘ere \’elastique est celle qui poss\‘ede l’\’elasticit\’e.
Nous \’etudions une mati\‘ere \’elastique isotrope. Les ondes \’elastiques qu’y se propa-
gent ont en g\’en\’eral la superposition des ondes $\mathrm{P}$ et celles S. L’onde $\mathrm{P}$ est celle
longitudinale et l’onde $\mathrm{S}$ est celle transversale. L’onde longitudinale est celle dont
la direction de la propagation est parall\‘ele \‘a la direction du d\’eplacement. L’onde
transversale est celle dont la direction de la propagation est perpondiculaire \‘a la
direction du d\’eplacement.
Consid\’erons la lib\’ert\’e du d\’eplacement par rapport \‘a la direction de la prop-
agation, concernant des ondes $\mathrm{P}$ et S. Quant \‘a l’onde $\mathrm{P}$ , elle n’a pas de libe’rte’,
car sa direction du d\’eplacement est parall\‘ele \‘a la direction de la propagation. En
revanche, l’onde $\mathrm{S}$ a la lib\’ert\’e \‘a 2 dimension, car sa direction du d\’eplacement est
perpondiculaire \‘a la direction de la propagation. On s’int\’eresse \‘a la polarisation
des ondes S. La polarisation des ondes signifie la concentration du d\’eplacement \‘a
certaine direction.
La r\’eflection des ondes a lieu lorsque elles atteignent l’obstacle. Quant \‘a l’onde
\’elastique, 2 sortes des ondes (celles $\mathrm{P}$ et S) apparaissent au moment de la r\’efiection,
m\^eme s’il n’y a qu’une sorte des ondes qui arrivent \‘a l’obstacle. Ce ph\’enom\‘ene, celui
auquel la sorte des ondes change, est appel\’e la conversion des modes. Supposons
que la mati\‘ere \’elastique isotrope contient un obstacle \‘a son int\’erieur, que l’obstacle
est strictement convexe et que son bord est lisse. Lorsque l’onde $\mathrm{S}$ arrive \‘al’obstacle
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\‘a partir de la direction particuli\‘e $\mathrm{r}\mathrm{e}\backslash$ la
$\tau$
diffraction de l’onde $\mathrm{P}$ alieu par la conversion
des modes. En raison de l’onde $\mathrm{P}$ qui se propage au bord de l’obstacle, la conversion
des modes a lieu et les ondes $\mathrm{S}$ qui se propagent du bord de l’obstacle \‘a l’int\’erieur
de la mati\‘ere $\acute{\mathrm{e}}\mathrm{l}\dot{\mathrm{a}}$stique apparaissent. On consid\‘ere ce ph\’enom\‘ene. Les ondes \‘a la
surface de l’obstacle, qui apparaissent en raison de la diffraction de l’onde $\mathrm{P}$ , est la
supperposion de l’onde $\mathrm{P}$ et celle S. Supposons que l’onde $\mathrm{S}$ arrivant \‘a l’obstacle est
polaris\’ee. Alors, la premi\‘ere conclusion concernant ce ph\’enom\‘ene est que les ondes
qui se propagent \‘a la surface de l’obstacle est polaris\‘ees. La deuxi\‘eme conclusion
est que la direction de la polarisation de l’onde \‘a la surface d\’epend de celle de la
polarisation de l’onde $\mathrm{S}$ qui arrive \‘a l’obstacle.
Formulons le ph\’enom\‘ene que l’on consid\‘ere par l’\’equation aux d\’eriv\’ees partielles.
Le comportement des ondes \’elastiques est formul\’e par l’\’equation \’elastique $Lu=0$ ,
qui est syst\‘eme hyperbolique \‘a 3 $\cross 3$ , o\‘u
$L=\partial_{t}^{2}-A(\partial_{x})$ dans $\mathrm{R}_{t}\cross \mathrm{R}_{x}^{3}$ ,
$A(\partial_{x})=\mu\triangle+(\lambda+\mu)\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}$ dans $\mathrm{R}_{x}^{3}$ ,
$\lambda$ , $\mu$ sont positives constantes.
D\’efinissons 2 op\’erateurs scalaires $\coprod_{n}$ $n=1,2$ dans $\mathrm{R}_{t}\cross \mathrm{R}_{x}^{3}$ par $\coprod_{n}=\partial_{t}^{2}-c_{n}^{2}\triangle$ ,
o\‘u $c_{1}=(\lambda+2\mu)^{1/2}$ , $c_{2}=\mu^{1/2}$ . Des ondes $\mathrm{P}$ et $\mathrm{S}$ sont respectivememt formul\’ees
par des fonctions v\’erifiant $Lu_{P}=\coprod_{1}u_{P}=0$ et $Lu_{S}=\coprod_{2}u_{S}=0$ . Ces \’equations
montrent que la vitesse de la propagation des ondes $\mathrm{P}$ et celles $\mathrm{S}$ est respectivememt
$c_{1}$ et $c_{2}$ .




$\Omega\subset \mathrm{R}_{x}^{3}$ : domaine ext\’erieur
Ici, $\Omega$ repr\’esente la mati\‘ere \’elastique. On suppose les conditions suivantes.
(H.1) $\partial\Omega$ est analytique.
(H.2) $\mathrm{R}^{3}\backslash \Omega$ est strictement convexe.
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On d\’efinit des notations pour $\mathrm{d}\text{\’{e}}_{\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}}$ le th\’eor\‘eme.
Notations.
$N=\mathrm{R}\cross\partial\Omega$ , $\triangle_{\partial\Omega}$ : laplacien sur $\partial\Omega$ .
$\sigma(\triangle_{\partial\Omega})$ : symbole principal de $\triangle_{\partial\Omega}$ .
$q_{n}\in C^{\infty}(T^{*}N, \mathrm{R})$ : fonctions d\’efinies par $q_{n}(\tau, \beta)=-\tau^{2}-c_{n}^{2}\sigma(\triangle_{\partial\Omega})(\beta)$ ,
$n=1,2$ , $\tau\in \mathrm{R},$ $\beta\in T^{*}(\partial\Omega)$ .
$\pi$ : projection de $T^{*}N$ \‘a $N$
$\rho\in T^{*}N\backslash \mathrm{O}$ : point fix\’e v\’erifiant $q_{1}(\rho)=0$ , $\pi(\rho)=(0, z),$ $z\in\partial\Omega$
$\gamma$ : courbe dans $T^{*}N$ d\’efinie par $\gamma(s)=\exp sH_{q_{1}}(\rho)$
$\partial/\partial n$ : d\’eriv\’ee au long de vecteur normal de $\partial\Omega$
$m\in \mathrm{R}$ : nombre fix\’e v\’erifiant $1\leqq m<3$
$WF_{A}(*)$ : front d’onde analytique
$WF_{G}^{k}(*)$ : front d’onde Gevrey $k$
Th\’eor\‘eme 1. On suppose que (H.1) et $(H.\mathit{2})$ sont v\’erifi\’ees. Soit $0<s_{0}<s_{1}$ , $s_{1}$
suffisamment $p\mathrm{e}$tit, $\omega\subset T^{*}N\backslash \mathrm{O}$ , $\rho\in\omega$ , $\omega$ suffisamm$\mathrm{e}ntpe$tit, $\omega\cap\gamma([S0, s_{1}])=$
$\phi$ , $WF_{A}(g)\subset\omega,$ $u$ la $sol\mathrm{u}$tion sortant de (1). Alors, $on$ a (i) et (ii) $s\mathrm{u}i\mathrm{r}\prime \mathrm{a}nts$.
(i) $\gamma([S_{0}, s_{1}])\cap WF_{G(}^{3}(\partial u/\partial n)|_{N})=\phi$
(ii) $\gamma([s_{0}, s_{1}])\cap WF_{G}^{m}((\partial u/\partial n)|_{N})=\phi$ o\‘u $\gamma([s_{0}, s1])\subset WF_{G}^{m}((\partial u/\partial n)|_{N})$
On \’esquisse la formulation pour la propagation de l’onde \‘ala surface. En fonction
de signe de $q_{n},$ $T^{*}N\backslash \mathrm{O}$ est divis\’e comme ci-dessous.
D\’efinition. $D$an$sT*N\backslash \mathrm{o}$ , les ensembles d\’efinis $p\mathrm{a}\mathrm{r}\{q_{1}<0\}_{s}$ $\{q_{1}=0\}$ , $\{q_{1}>$
$0\}\mathrm{s}$ont respectivem$ent\mathrm{a}pp$ el\’es la r\’egion P-hyper $\mathrm{b}$olique, $P$-Glancin$g$, P-elliptique.
Les $e\mathrm{n}s$embles d\’efinis par $\{q_{2}<0\}$ , $\{q_{2}=0\}$ , $\{q_{2}>0\}$ son $\mathrm{t}$ respectivemen$t$
appel\’es la r\’egion $S$-hyperbolique, $\mathrm{S}$-Glanci$n\mathrm{g}$, S-elliptique.
Selon la d\’efinition, $T^{*}N\backslash 0=\{P-hyperbolique\}\cup$ { $P$ –Glancing} $\cup\{P-$
elliptique} $=$ { $S$ –hyperbolique} $\cup$ { $S$ –Glancing} $\cup$ { $S$ –elliptique} , o\‘u chaque
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union est disjoint. Th\’eor\‘eme 1 - (ii) exprime la propagation de l’onde \‘a la surface
comme la propagation de la singularit\’e Gevrey de la solution sortant de (1) dans la
r\’egion $\mathrm{P}$-Glancing. Th\’eor\‘eme 1- (i) montre que la solution sortant de (1) poss\‘ede
la re’gularite’ Gevrey 3 dans la r\’egion $\mathrm{P}$-Glancing. Cela r\’esulte du fait que la plupart
de l’\’energie des ondes arrivant \‘a l’obstacle ne reste pas \‘a son bord. Le fait important
est que l’on a { $P$ –Glancing} $\subset$ { $S$ –hyperbolique}. Cela nous permet de savoir
que l’orbite classique des ondes $\mathrm{S}$ peut entrer dans la r\’egion $\mathrm{P}$-Glancing et que
l’orbite classique des ondes $\mathrm{S}$ apparait de la r\’egion $\mathrm{P}$-Glancing. Ce fait correspond
au ph\’enom\‘ene auquel la diffraction de l’onde $\mathrm{P}$ a lieu lorsque l’onde $\mathrm{S}$ arrive \‘a
l’obstacle \‘a partir de la certaine direction et la conversion des modes a lieu en
raison de la diffraction de l’onde P. En effet, on a besoin de 2 fonction de phase
correspondant \‘a l’onde $\mathrm{P}$ et celle $\mathrm{S}$ , lorsque on construit la solution asymptotique de
(1) dans la r\’egion $\mathrm{P}$-Glancing. (Cf. Kawashita [9], Stefanov-Vodev [24], Morioka
[19].) Lorsque l’\’equation est celle des ondes, Th\’eor\‘eme 1 a \’et\’e prouv\’e par Lebeau
[16]. On peut prouver Th\’eor\‘eme 1 par la combinaison de Lebeau [16] et Stefanov-
Vodev [24]. Voir Morioka [19].
Quant \‘a la polarisation des ondes, Dencker [3] l’a formul\’ee en utilisant des
op\’erateurs pseudo-diff\’erentiels. Concernant des ondes \‘a la surface qui apparais-
sent par la diffraction de l’onde $\mathrm{P}$, on peut formuler leur polarisation en rempla\caant
des op\’erateurs pseudo-diff\’erentiels par des op\’erateurs unilat\’eraux (Lebeau [16. \S 4]).
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